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  چجوری معادلات مرتبه دوم رو حل کنیم؟ 
𝑦" + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥)    تیپ کلی شون اینجوریه 

بهش میگیم همگن (یعنی طرف راست صفر بشه)؛ اگه صفر نباشه، میشه ناهمگن، فقط رفیق، همگن ها معمولا بهت دو   r(x)=0اگه  
  تا جواب میدن که قیافه جواب این شکلی میشه : 

  درسته)    ها هر عددی میتونن باشن و جواب  cمینویسی که میشه جواب (چون    cکه گیر میاری رو با دوتا ضریب     yیعنی دو تا
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ببینیم اینا چی هستن؟حالا میریم دونه دونه به زبون ساده باهم   

 وقتی یه جوابو داری  |  معادلات همگن

𝑌ଶبهمون میدن ،اگه یکیشو بهت بده میتونی اون یکی رو اینجوری گیر بیاری    yیادت بیاد مرتبه دوم ها کلا دوتا اگه   = 𝑉𝑌ଵ  

𝑉و   = ∫ ൬
ష∫ ౦(౮)ౚ౮

௬మ ൰ 𝑑𝑥  )مخرج همونیه که سوال داده بهت 놺놅놆놸놹 (  

𝒚اگه  ) مثلا = 𝒙 0معادله   یه جواب = 𝑦′ - 𝑥𝑦" + 𝑦2𝑥   .باشه، جواب کلی رو به دست بیار 

 کن   حل اولا استاندارد کن بعدهول نکن، معادله مرتبه دو هستش و یه جواب رو داده؛ حل) 

𝑌ଶ = 𝑉𝑌ଵ   , 𝑉 = ∫ ቆ
𝑒ି∫ ୮(୶)ୢ୶

𝑦ଶ
ቇ   𝑑𝑥 →  = ∫ ቌ

𝑒ି∫ ቀ
ଵ
௫

ቁ   ୢ୶

𝑥ଶ
ቍ   𝑑𝑥 →   ∫

1

𝑥ଷ
  𝑑𝑥 →  −

1

2𝑥ଷ
      𝑉  خب این  الان شد 

𝑌ଶ = ൬−
1

2𝑥ଷ
൰ (𝑥) =  −

1

2𝑥
         , جواب  نهایی  → 𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ 𝑦ଵ + 𝑐ଶ 𝑦ଶ →   𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ 𝑥 + 𝑐ଶ  ൬

−1

2𝑥
൰  

  

   ضرایب ثابت|  معادلات همگن

مرتبه مشتق رو با توان جایگزین   اینجا فقط کافیهولی ضریب ها فقط عدد اند؛    (مثل قبلی)  این حالتیه که هیچ جوابی بهت نداده

  跂跄跅跆跃مینویسی، و ادامه ماجرا کنی، مثلا مشتق دوم رو توان دوم یه عبارت در متغیر 

  رو حل میکنیم و معادله درجه دو   2𝑚" = 𝑦مثل این 

  (به روش دلتا) 

  در حالت دلتا صفر، ریشه دوم با همون حالتی

 داری" به دست میاد که گفتیم "وقتی یه جوابو  

  در حالت دلتا صفر هم دو تا جواب داری ولی به این شکلی 

  که اینجا گفتم برات... 

  این دم و دستگاه رو ول کن برو مثال های پایین رو فعلا 

  ببین، بعدش اینارو میفهمی... 

  

  𝑦" + 𝑦′ - 6𝑦= 0برو تو کف این معادله  مثلا) 

  ها ثابت اند (یعنی عدد اند دیگه حاجی) y نداده و از اونور ضرایب بینی که جوابی بهمون می

 𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 0  →    𝑚ଶ + m − 6 = 0 − Delta →   m =  
−𝑏 ± √∆

2𝑎
→   𝑚ଵ = −3  , 𝑚ଶ = 2 
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 خدا به خير كنه

 놌놅놆녿놀놋농 شل كن لذت ببر

𝑦ଵ = 𝑒ିଷ௫  , 𝑦ଶ = 𝑒ଶ௫   →     𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଶ𝑦ଶ →   𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑒ିଷ௫ + 𝑐ଶ𝑒ଶ௫ 

  هلو بپر تو هلو به دست اومد... دقت کردی که دلتا مثبت شد و دو تا ریشه داد و از روش اول رفتیم جلو و جواب 

  ... ه جای لاس زدن، برو یه دور بخونشفقط اگه ریشه گیری به روش دلتا یادت رفته ب

  

  رو حل کن.    𝑦" + 2𝑦′ + 𝑦= 0معادله   مثلا) 
 

𝑦" + 2𝑦′ + 𝑦 + 0  →  𝑚ଶ + 2𝑚 + 1 = 0   − 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 →     ∆= 0 , 𝑚 =
−𝑏

2𝑎
=

−2

2
= −1  

𝑦ଵ = 𝑒ି௫ →   𝑦ଶ = 𝑉𝑦ଵ  , 𝑉 = ∫
e− ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

𝑦
1
2

𝑑𝑥 = ∫
e− ∫ 2𝑑𝑥

𝑒−2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑒−2𝑥

𝑒−2𝑥
𝑑𝑥 = ∫1dx = x 

𝑦ଶ = 𝑉𝑦ଵ = 𝑥𝑒ି௫ →   𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଵ𝑦ଶ →   𝑐ଵ𝑒ି௫ + 𝑐ଶ𝑥𝑒ି௫ 

همون که یک جواب رو بهت میداد و با   جواب داشت و اون یکی جوابش رو با روش قبلی حساب کردیم (پس چون دلتا صفر شد معادله یک  
𝑦ଶ = 𝑉𝑦ଵ  .حساب میکردیم ( 

 

  𝑦+ "  8=  0معادله شو    آویزون اینمثلا) 

𝑦" + 8 = 0  →   𝑚ଶ + 8 = 0 − 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 →   𝑚 =
−𝑏 ± √∆

2𝑎
=

0 ± 4√2𝑖

2
= ±2√2 𝑖   (𝑎 + 𝑏𝑖) →   𝑎 = 0 , 𝑏 = ±2√2 

=∆√خب این دلتا چجوری این طوری شد :  √𝑏ଶ − 4𝑎𝑐 = √−32 = √−1 √32 = 4√2𝑖       رادیکال منفی یک میشه (اینو در  خب میدونی

  ) گیریاعداد موهومی در ریاضی یاد می 

  داریم و با منفیه کاری نداریم. رو گیر آوردیم اون مثبته رو برمی  bاینم یادت باشه که ما وقتی 

𝑦ଵ = 𝑒௫𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 →  𝑒()௫cos2√2𝑥 =   cos2√2𝑥 

𝑦ଶ = 𝑒௫𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 = 𝑒()௫𝑠𝑖𝑛2√2𝑥 =   𝑠𝑖𝑛2√2𝑥 

𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଵ𝑦ଶ →   𝑐ଵ cos൫2√2𝑥൯ + 𝑐ଶsin൫2√2𝑥൯  

اون منفی رو خودش رو بکن یدونه رادیکال و بدون که  دلتا مثبت هستش فقط    هک بزار راحتت کنم : هر جا دلتا منفی شد مثل وقتی حلش کن  
𝑎 الگوی ،  و آخرش هم که از روی   𝑖میشه   + 𝑏𝑖  ِدوتا مقدارa  و b  .رو گیر بیار  

  

برای حل ناهمگن ها، اول باید به صورت همگن حلش که همین اول بهت بگم، مرتبه دوم ناهمگن  معادلات ب میرسیم به حل خ
 کنی، یعنی سمت راست رو صفر میزاری و حل میکنی.  

    :، جواب همگن + جوابی که از ناهمگن گیر میاری، یعنی اینجوری میشه جواب آخر معادله

𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଶ𝑦ଶ +  جواب  ناهمگن
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𝑉ଵ = න
−yଶ𝑅(𝑥)

𝑊(𝑦ଵ, 𝑦ଶ)
𝑑𝑥   ,    𝑉ଶ = න

yଵ𝑅(𝑥)

𝑊(𝑦ଵ, 𝑦ଶ)
𝑑𝑥 

𝑊(𝑦ଵ, 𝑦ଶ) = ቚ 
𝑦ଵ 𝑦ଶ

𝑦ଵ′ 𝑦ଶ" ቚ  →    𝑦ଵ𝑦ଶ
ᇱ − 𝑦ଶ𝑦ଵ

ᇱ  دترمینان    

 

𝑦" + 𝑦 = 0   →    𝑚ଶ + 1  − 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 →    𝑚 = ±𝑖 →    𝑦ଵ = cos𝑥 , 𝑦ଶ = sin𝑥       اول به  صورت  همگن  

𝑊(𝑦ଵ , 𝑦ଶ) = ቚ 
𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥

−𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
 ቚ = cosଶ 𝑥 + sinଶ 𝑥 = 1      ,      𝑅(𝑥) = csc 𝑥 = 1/ sin 𝑥 

𝑉ଵ = න
−yଶ𝑅(𝑥)

𝑊(𝑦ଵ, 𝑦ଶ)
𝑑𝑥 = න

− sin 𝑥 ×
1

sin 𝑥
 

1
𝑑𝑥 = −𝑥   ,    𝑉ଶ = න

yଵ𝑅(𝑥)

𝑊(𝑦ଵ, 𝑦ଶ)
𝑑𝑥 = න

cos 𝑥 ×
1

sin 𝑥
 

1
𝑑𝑥 = ln sin 𝑥 

𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଶ𝑦ଶ + 𝑉ଵ𝑦ଵ + 𝑉ଶ𝑦ଶ = 𝑐ଵ cos 𝑥 + 𝑐ଶ sin 𝑥 − 𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 ln (sin 𝑥) 

 

 

𝑦" − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0   − 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 →    𝑦ଵ = 𝑒௫   ,   𝑦ଶ = 𝑒ଶ௫       اول به  صورت همگن 

𝑦 = 𝐴𝑒ଷ௫  →    𝑦ᇱ = 3𝐴𝑒ଷ௫  →    𝑦" = 9𝐴𝑒ଷ௫       حالا میسازیم 

→ بازسازی    9𝐴𝑒ଷ௫ − 9𝐴𝑒ଷ௫ + 2𝐴𝑒ଷ௫  →    2𝐴𝑒ଷ௫ = 3𝑒ଷ௫  →    𝐴 =
3

2
 

𝑦   پس =
3

2
𝑒ଷ௫      ,      𝑌(𝑥) = 𝑐ଵ𝑒ଶ௫ + 𝑐ଶ𝑒ଷ௫ +

3

2
𝑒ଷ௫ 

 

 ) پارامتر تغییر ضرایب لاگرانژ ( | معادلات ناهمگن

𝑌(𝑥)    خب جواب کلی این شکلی از آب درمیاد همیشه : = 𝑐ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଶ𝑦ଶ + 𝑣ଵ𝑦ଵ + 𝑣ଶ𝑦ଶ  

 ' ها چین؟! 'Vخب حالا 

    چیه  مهمون رونسکین هستش که برات نوشت Wمنظور از 

 R(x)  که ناهمگنش کرده دیگه   معادلهچیه؟ همون سمت راست 

  

  

  .با خودکارت لیس بزن   رو  𝑦" + 𝑦 = csc (x( معادله  این  مثلا) 

   حل)

 

 

 

 

 

 

 

  

 ضرایب نامعین   | ناهمگنمعادلات 

فرضی شبیه خودشون درست میکنی،   yکه هر شکلی بودن، یه  )همون طرف راست معادله(داریم  R(x)اینجا سه مدل 
 رو پیدا میکنی و تامام تامام...   yآخرش همون 

  انقدر ساده است که فقط کافیه مثال هارو دنبال کنی، قراره دو طرف رو مساوی بزاریم...  

𝑹(𝒙) اگه دیدی ●  = 𝒆𝒂𝒙    اینو در نظر بگیر𝒚 = 𝑨𝒆𝒂𝒙  

   رو حل کن.  𝑥3𝑒= 3 𝑦′ + 2𝑦" - 3𝑦معادله   مثلا) 

 حل)
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𝑹(𝒙) اگه دیدی ●  = 𝐬𝐢𝐧(𝒃𝒙)   اینو در نظر بگیر 𝒚 = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒃𝒙) 

 رو حل کن.   3sin (2x 𝑦′ + 2𝑦" - 3𝑦 =( معادله   )مثلا

   حل)

  

  

  

  

  

𝑦بگیری همون جواب درمیاد   فرض اینجوری هم حواست باشه   = 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) + 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥)  

 

𝑹(𝒙) اگه دیدی ●  = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒏𝒙𝒏    اینو در نظر بگیر𝒚 = 𝑨 + 𝑩𝒙 + 𝑪𝒙𝟐 + 𝑫𝒙𝟑 + ⋯ 

 بینی بساز، برای اینکه بگیری چی میگم، مثال پایینو ببین... اینو تا بزرگترین توانی که می 

  رو حل کن.    𝑦" - 3𝑦′ + 2𝑦 = 4𝑥3 - 2𝑥+ 1معادله    ) مثلا

  حل)

 
  
 

  
  
  
  

فرانسيل ت دي ! يا حضر  

 놌놅놆녿놀놋농استاده دست āره ست، وسيله امتحان

  نشسته ام

 뇒뇓뇔뇕뇖뇗به اين سوال نüه ميكنم 
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 عملگری   | ناهمگنمعادلات 

  Dمیذاشتیم، حالا  mاولا اینجا ما به جای مشتق، عملگرش رو مینویسیم مثل بخش "ضرایب ثابت "که یادت بیاد جای مشتق  
  فرقی نداره که...  میذاریم، 

 رو تنها میکنیم و باید چند تا بسط تیلور رو حفظ باشی :   yبعد 

    𝑥(𝑅=  𝑦𝑛𝐷(معادلات این شکلی میشن دیگه  

ଵرو تنها کنیم    yکه اگه 


𝑅(𝑥)  =  𝑦  

 حالت های مختلفی که میتونی اینو حل کنی رو بررسی میکنیم  :  
 

 

 

 )باشه چند جمله ای معمولی  R(x)اگه ● 

    )یعنی مشتق میگیریم( خب بسط تیلور تا زمانی که به توانش برسیم ادامه میدیم بعد عملگر رو لحاظ میکنیم

 حل کن. تا داغه رو 𝑥+ 33 𝑥=  𝑦" + 4𝑦 ‐  1معادله   )مثلا

   حل)

  

  

  

  

  

  

  

  

  

𝑹(𝒙) اگه ●  = 𝒆𝒂𝒙  باشه(  

  ...  و تموم Dمخرج رو صفر نکنه، میتونی بزاریش جای  a اگه
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𝑦" + 4𝑦 = 0   →    𝑦ଵ = cos2x   ,   𝑦ଶ = 𝑠𝑖𝑛2𝑥       اول به  صورت همگن 

(𝐷ଶ + 4)𝑦 = cos 𝑥  →   
1

𝐷ଶ + 4
cos 𝑥 = 𝑦 →   

1

(−1)ଶ + 4
cos 𝑥 =

cos 𝑥

3
= 𝑦 

𝑌(𝑥)𝑐ଵ cos 2𝑥 + 𝑐ଶ sin 2𝑥 +
cos 𝑥

3
 

 

 رو حل کن. 𝑥-𝑒=  𝑦′ + 5𝑦" - 2𝑦معادله   مثلا) 

 حل)

  

  

  

  

  

𝑹(𝒙)"اگه  ● = 𝒃𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙)"           یا"𝑹(𝒙) = 𝒃𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙)"  (  

 سه حالت وجود داره :  

ها   𝐷ଶرو جای  𝑎ଶ−پس  رو بزاری جاشون مخرج رو صفر نکنه، 𝑎ଶ−و عدد باشن و   𝐷ଶاگه عملگر هات همه شون    )اولحالت 
 ) 뺶뺲뺷뺸뺳뺴뺵نزاری، سوتی ندی اکسم Dیه وقت جای (بزار 

  رو حل کن.  𝑐𝑜𝑠𝑥=  𝑦" + 4𝑦معادله   )مثلا

   حل)

  

  

  

  

  

 رو بزاری جاشون مخرج رو صفر کنه، این حرکت رو میزنی :  𝑎ଶ−و عدد باشن و   𝐷ଶاگه عملگر هات همه شون   دوم)حالت 

1

𝐷ଶ + 𝑎ଶ
cos(𝑎𝑥) =

𝑥

2𝑎
sin (𝑎𝑥) 

1

𝐷ଶ + 𝑎ଶ
sin(𝑎𝑥) = −

𝑥

2𝑎
cos(𝑎𝑥) 

 

"𝑦اینو یه نگاهی بنداز   مثلا) + 9𝑦 = cos (3𝑥)  

  

 

 ) هم داشته باشه Dمثلا داخلش ( نباشه 𝐷ଶاگه اصلا تابعی از   حالت سوم)
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𝑅(𝑥)تبدیلش میکنیم و مثل حالتی که    حالت اویلر تابع سینوس یا کسینوس رو به   =  𝑒௫  .حلش میکنیم  

 

   𝑦" - 3𝑦′ + 2𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛2𝑥اینو داشته باش   مثلا) 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اش پايينه ادامه   

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

  

 

وه ها رو داشته باشی، يكی از اگه می  های گÝنه خوای بقيه جز

 Ú! 궖궙궗궘궚궛궜궝궞궟궠궡跂跄跅跆跃놑놎놏놐높놓놔ر رو ĉس كن
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